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TEOREME DE MEDIE

Motivul pentru care am preferat aceasta tema la lucrarea stiintifico- metodica de gradul I este rolul deosebit de important
pe care il au teoremele de medie in aprofundarea notiunilor de baza ale analizei matematice si pentru aplicatiile acestora in alte
domenii de activitate.

De asemenea, m-am gandit la “ Teoreme de medie* pentru ca tema are rezultate in mai multe domenii din fizica, chimie,
economie, rezultate care au un suport matematic solid in teoremele clasice din calculul diferential si integral.

Se stie ca, notiunea de derivata este una dintre cele mai importante notiuni din analiza matematica. Ea a aparut din
probleme precum tangenta la o curba, viteza unui mobil, evolutia unei populatii si exprima sugestiv variatia (evolutia sau
involutia) unor fenomene modelate matematic prin functii reale.

~ La originea notiunii de derivata stau doua probleme. Prima problema este de fizica si se refera la viteza instantanee a
unui mobil (Isaac Newton). A doua este de geometrie si se refera la tangenta la o curba plana.

In capitolul I, studiul incepe cu formularea rezultatelor importante ale teoremelor de medie din calculul diferential
(teoremele lui Rolle, Lagrange, Cauchy) si este, in partea teoretica structurat in:
a) Teoreme clasice (Rolle, Lagrange, Cauchy);
b) Formula lui Pompeiu;
c¢) Consecinte ale teoremelor de medie.

Prin teoremele Fermat, Rolle si Lagrange, derivata transforma studiul unor proprietati functionale (de extrem,
monotonie) in proprietati algebrice (zerourile si semnul derivatei).

De exemplu, teorema lui Lagrange reprezinta o generalizare a teoremei lui Rolle. Aceasta teorema are o importanta
deosebita in momentul in care este nevoie sa se decida daca o functie este derivabila intr-un punct (in anumite conditii date),
precum si in analiza monotoniei unei functii derivabile.

Teoremele de medie au consecinte in evaluari numerice oferind exemple de modelare a unor fenomene fizice, chimice,
economice. De exemplu, o aplicatie a calculului diferential in fizica este:*Daca un cilindru are d1mens1umle r=5cm si h= 10cm
sa se gaseasca o aproximare a cresterii in volum cand r creste cu 0,2 cm si h descreste cu 0,1 cm™

Mai mult, se pun anumite intrebari legate de existenta unor exemple care sa indeplineasca anumite conditii din teoreme,
dar nu toate conditiile.
Aplicatiile rezultatelor teoretice din calculul diferential sunt imediate in teoria sirurilor precum si in stabilirea unor
inegalitati utile in evaluari ale unor functii importante. De exemplu:
1)<In(n+1)—Inn <, n N*;
Je>x+1;
In capitolul al II-lea prezentam rezultate importante de integrabilitate. Si aici

definim cadrul teoretic (functii integrabile Riemann, inegalitatea mediei, formula de medie) formuland ulterior teoremele de
medie pentru functii integrabile (prima si a doua teorema de medie).

Daca initial se punea problema aprofundarii notiunilor teoretice prin aplicatii imediate si destul de abstracte pentru
nivelul elevilor, mai nou, motivatia elevilor este crescuta daca sunt prezentate extinderi ale notiunilor abstracte in alte domenii
concrete le vietii (de exemplu, in fizica, biologie,economie,etc).
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CAPITOLUL I
TEOREME DE MEDIE PENTRU FUNCTII DERIVABILE

In acest capitol vom studia proprietatile remarcabile pe care le au functiile derivabile
definite pe un interval. Sunt prezentate: teorema lui Rolle, teorema lui Rolle generalizata, reciproca
teoremet lui Rolle, teorema lui Lagrange, reciproca teoremei lui Lagrange, teorema lui Lagrange
generalizata, teorema lui Cauchy, teorema lui Cauchy generalizata, formula lui Pompeiu,
consecinte ale teoremelor cresterilor finite, teoreme care sunt, fara indoiala, teoremele cele mai
utile si mai intrebuintate ale calculului diferential.

1.1. Teoreme clasice

1.1.1. Teorema lui Rolle:
Fie o functie f : [a,b]R, a,b R, a<b.
Daca : 1) feste continua pe intervalul inchis [a,b];
2) feste derivabila pe intervalul deschis (a,b);
3) fare valori egale la capetele intervalului, f(a)= f(b),
atunci exista cel putin un punct ¢, ¢ € (a,b) in care derivata se anuleaza, f’(¢)=0.

I[.1.1.3.  Interpretare geometrica:
Teorema lui Rolle are o interpretare geometrica simpla.

Din 1”(¢)=0 rezulta ca tangenta la graficul functiei f in punctul (c,f(c)) este paralela cu
axa Ox. Deci, daca toate cerintele teoremei lui Rolle sunt indeplinite, atunci, pe graficul functiei f
exista cel putln un punct (¢,f(c)) in care tangenta este paralela cu axa Ox.




y
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Figura 1.

Teorema lui Lagrange si teorema lui Cauchy

Datorita unor consideratii istorice, teorema lui Lagrange este cunoscuta sub numele
de “prima teorema a mediei “ iar teorema lui Cauchy sub numele de “a doua teorema a
cresterilor finite”.

Teorema lui Lagrange este o generalizare simpla a teoremei lui Rolle in care functia
f nu mai ia obligatoriu valori egale la capetele a, b ale intervalului considerat.



Teorema lui Lagrange si teorema lui Cauchy

Datorita unor consideratii istorice, teorema lui Lagrange este cunoscuta sub numele de “prima
teorema a mediei “ iar teorema lui Cauchy sub numele de “a doua teorema a cresterilor finite”.

Teorema lui Lagrange este o generalizare simpla a teoremei lui Rolle in care functia f nu mai ia
obligatoriu valori egale la capetele a, b ale intervalului considerat.

I.1.2.].Teorema i Lagrange: Fie o functie f:[ah] =+ R,a<h,ah= R. Daca:
1.f este continua pe [a,h],
2.f este derivahila pe (a)),

atunci exista cel putin un punct c € (a,b) astfel incai:

f'(cF w (formula lui Lagrange).

122, Interpretare geomeirica:

Formula 1w La g sorisa sub forma M= '(o) exprima faptul ca exista pe sraficul
& arg 5 2 it PE &

functier f cel putin wn punct Cle, e, cefagb), i care tangenta la graficul functier este paralela cu

coatda (AR, adica patta tangentel in acel punct sa fie egala cu panta coardet determinata de punctele
Ala, f (), B, f (b)) (vezi figura 1),
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Figura 1.
Ca si in teoremele lui Fermat si Rolle avem asigurata numai existenta punctului
intermediar ¢ cu o0 anumita proprietate, fara nici o precizare asupra unicitatii acestui punct.
Se cuvine sa observam ca teorema lui Lagrange nu ar fi altceva decat teorema lui
Rolle dupa o rotatie cu un unghi egal cu cel facut de coarda cu axa Ox (vezi figura 2).




Ohsexvatia 2.
Fie f:[ab]—E o fimctie contitma pe [ab], dertvabila pe (ab). Se pune problema fprin ce
se thal caracterizeaza punctul wdermediar o, ce(a kY

Consideram puanctele A0a, Fla), Blb, £ 81 Clx, F (x). Arvia tranglaubhy determina de cele 3

puncte poate i calewlata st sub forma:

NG
Auo= b S@ 1.
Fixl

Daca derivam relatia anterioara, obtinem:
LAl e fla 1 ja fid) ]
A,..=8b FfibB 1|+ F'iign 1+p FiB 1]
¥ foxy 1] fia 1 fix o
Purem conditia A (x0=0 pertru puncte critice, 1ar punctal Clx, F (x) este punct de extrem. Cum
primil determinant: sant egali cul [ aucate o lrde ;ala) rezulta ca wtumul determinart este roal, adica
fia 1
FiEy 1|=0.
Sixa0
Dezvoltand determinardl se obiine:
B+ (D-F (-2 (=0,  F0O(ba)= 5 (8- F (2, de unde se
obtitie relatia cutoscuta:

JCE - Fia)
b—n '

Fi=



L.1.2.10 Intep retare fizica: Presupunem ca x este timpul & f(x) este coordonata uma punct, care se

misca pe 0 dreapta la momentul x.

Expresa jﬁ’;'ﬂ tepezitta viteza medie a muscartt punctulu o intervalul detimp de laalat,
-2

Fotmula hu Lagrange arata ca exista un punet x=c i care witeza instantanee este egala cu viteza
medie i intervalul de tmp (2],
I.1.3.1 Teorema lui Cauchy:Fie f g:[ab]—=R,a<b,a}b <R doua functii cu proprietatile:

l. f Zcontimuepe [a,h],
2. [ gderivabile pe (a)),
3. g'(x)#0, oricare arfix<(ah).

Atunci g(a)# g(b ) si exista cel putin un punct c< (a b ) astfel incat sa avem:

JiB-fia_ f'ie (formub hi Cauchy).
gH-gla g0




I[.2 Formula lui Pomp eiu a teoremei cresieriloy finiide.

MTatem atici atoal ¢ormeaty Dimidtrie Pompeis a aratat ca formuala cresterilor finite se poate scrie s sub

o forma pe care o prezentam in contiraiare.

I2.1. Teorema. Fie o functie f: [ab] =R, ab =R, F x>0, ¥ x=[abh] si cate werifica ipotezele

dity teorema I Lagrange.
Aplicand fuanctied Flx=1n f (%), pritna teorema a cresterilor finite (Lagrange), obtitem:

F(k) —F(s) = F(6) (b,
InF (B-Inf () = [Inf (D](ba, (1) undecelal,

In Fib —1n Fia = J o) (b a), de waide rexilia

Jied

_ o

f[:b:l=e YU unde ceCal. 02D

J =)
I2.2 Aplicatie: Daca a sih sunt doua numere reale, positive, a < b, atunci are boc inegalitaiea:

— kB

e < — =)
e

Solutie: Intr-adevar, daca consideram F @ [ab] =R, F(x) =z, relatia (20 devine:

E=e , utude a<ic<h,
o
Sl CUMm li}l—?i, adicaleﬁl, lj, rezulta
a2 ¢ h e h =
A il il
— ==& e . deci
]

0, adica tocmai inegalitatea (3.

B
Il
b



[.2.3. Observafie: La prima vedere s-ar parea ca formula (2) este o smmpla consecinta a teoreme

crestertlor finite, adevarata doar pentru functile strict pozitive,

Adevarul este ca, formula (2) este echivalenta cu formula crestertlor finite

Intradevar, sa presupunern (2) adevarata pentru [ >0 st sa consideram o functie oarecare (v
neaparat pozitiva), g [a,b] =E, careverifica conditule din 1poteza crestertlor fintte

Punand [ (x)=ef™ > 051 aplicand formula (2), obtinem:

efPIE@ = o080 5 o deunde rezulta ca exista ce(ab) astfel incat:

gb)—gla)=(b-a) g'(c), adica formula crestertlor fintte pentru g,



1.3. Consecinte ale teoremei cresterilor finite.

I3.]1. Funciii cuderivata nula Daca o funciie derivahila are derivata nula pe un interral, atunci
ea esie constanta pe acest interval.
I3.2. Funcii cu derivate egale. Daca douwa functii derivab ile au derirate egale pe un interval, atunci
ele difera prinir-o constania pe acel interval.
I3.3. Rolul derwraiei intai. Iniervale de monoionie. Puncie de exirem.

Fie f: E—R,E —interval, o functie derirahilape E.

1. Daca f'(x)=0, ¥x <E, atunci | esie crescatoarepe E.
Daca f'(x)=0, ¥z <E,atunci f este descrescatoare pe E.

Daca f'(x)=0, ¥z <E, atunci f este strict crescatoare pe E.

L kD

Daca f'(x)<0, ¥x<E, atunci f este strict descrescatoare pe E.
I3.4. Derwrata unei functii imbr-un punci.
I34.1.Corolar: Fie / :E—R,E —intervalsix; =E. Daca:

1. F esie continua inx,;
2. f este derivahila pe EV{x , };

3. exista lim f'(x]=leﬁ,atum:ifam derivatainx, si f'(x, FL

Daca l=R, atunci f este derivabilaim x, si f'(x; Fl.



OTI2. Aplicatii numerice Ia pronn teoreima Jde mecdie

Exercitinl 1. Folosind teorema i Lagrange, sa se Jdetermine eroarea care se face daca se

inmlocuieste /145 prin 12.
Solutie: Fie F: (0+w) —R, F (=", ¥=x>0, a=144, b=145

Aplicand functiel 7 teorema lui Lagrange pe intervalul [144,145], rerulta ca exista F=(0,12
astfel incat:

JFlatly Fiay=1 F'tat £, adica

1
Alds — 14t =1 ——— o D= &1
2144+ 87
1 1 1 1
Deoarece = = —, rezulta ca: 12,0145 <12+ — .
SJlaa+ 50 G144 12 24

1
i 54 <0,05, avern 12<.0145 <12,05.0

) ) ) ) 1
Concluzia; Ercarea cormnisa este mail mica decat — |

Exercitiul2 Sa se calculeze valoarea aproximativa a Iui cos 61°.

Solutie: Functia 7 B —R, f(x)=cosx, VxR, verifica conditiile din teorema lui Lagrange.
i T

Luam s=60"= 3 sih=1"= Teo- Aplicand a1 7 formula cresterilor finite, obtinem:

-::-::-561"’—cosé@‘=1-%sﬁ1(6@‘+§'},cuD<-:§'<1_ (13

Deoarece sm(S0 + &1 »51na0” | rezulta ca;
: I .
—2inlel ™ +8 70 < -% =1 dect

oSGl T— cosa0” = - ?T""I% , Zan cosﬁl"{l— 73

: 2
2 3a0” =




Am obtinut astfel un majorant al lul cos 617 Ba gasum acum un mimnorant al o
cosél ®. Pentra aceasta, va fi suficient sa gasim un majorant al lui sine0*+& 3 In acest scop, aplicam din
ncou teorema cresterilor finite functiei sin(s0® 447 s1 obtinermn:

i

a

Sin(el " +&— sinel "= 4‘5"1 cos(B0°+£ ), cu 0 <& <1,

Deocarece 0 < £<1 51 cos(80°+5F ) < cossl = 15 rezulta:

AT

Sin(e0 " +&)— s1inel = 21 dect:
2a0°
: 3
Sin(e0 +50 = £+ T
2 AE0”
Tinand seama de (1), obtinem:
cos61°— cossn" > — — [WE+ il ], (33

180° 2 360°
Din (20 51 (30 deducern:

2

l—ﬁﬁ— 7 icasé]“{l—ﬁ 3 . ey
2 360 180°.360° 2 380®
3 . e 1 . .
Deocarece 0,0150 < /3 =< 0,0151 =1 = ( filndea m° <10, obtinem:
a0’ 1807 . 360" &480

1 3 : 1 2
—— a3 =04849 =1 < , deunde rezulta ca:
2 2 420 10000

0,4847<cos61 * <0,4849, (5)

Eelatiile (57 ne permit sa scriem:

cos6] "= 04842 cu oeroare = 0,0001.0



IIT.3 . Aplicatii ale teoremelor de medie in probleme de aproximare

1. Sa se calculeze valoarea aproximativa a Iui «_."E

Solutie: Tmand seama de formula din exercitiul 2, avem:
1 1
Y= 24— =225
g 4
1 1

Js=Aav1=2 1+$;2(1+%&)=2(1+

Ercarea comisa este in valoarea absoluta mai mica decat —. (=)
2 4 216 128

T S1 X
2.5a se arate ca, pentiu orice x= (0, —) avemn — < =1.
2 T x
_ | _ e L Y pexz?
Solutie: Consideram functia [0, —] —E, definita prin: f (x)= x Z .
1, x=0

de unde rezulta ca este continua pe acest mnterval Este

1,

=

Functia jf este dermrabila pe [0,

sufiment sa aratarm ca este derivabila in =0

Aplicam regula lu L.” Hospital s1 obtinem:

. — Fo . 1116 — . -1
11mM = 11mM = 11m£ =— —11m51nx 0. Dect fiz=0.
2=l a— 0 2=l oo 2—0 2o 2 a0

Fentru orice x = 0, avern:
Sir X X COSX — sinx COSX
¥= (x—fgy = O, decarece x<tgw, daca Oz 22 5

f()=( 3
a0

Ferulta ca f este strict descrescatoare pe intervalul (G ,g). Tinand searmna ca f este 51 continua

s =1.0

f('j)}f(?ﬂ}f( Y, sau —-::

deducem ca, pentru orice Dﬂi}:g



Ttilizand teorema lui Lagrange, sa s¢ araie care esie ervarea pe care ¢ facem inlocuind

~101 prin 100

colutie: Fie §F(x0 = A%, x= R_,a100, k=101

-+ 7

. . 1
Aturci - a1 = f'{atz), 0= & =1, adica 01 — ,l'iI:II:I=—.
Sl - i = fliatg) “ WY
. 1 .
Cutn funetia t— ————.f =[0.1] este drict descrescatoare avetn:
2-A00++
1 1
— <101 - 00« ——.
2 A01 2100

Etroarea realizata este mai mica decat:

1 1 1 1
— - < .
2[2-.,-'1[“] 24101] <400
Ap lHeand formula lui Lagrange funcidei f (x) =lnx pe intexwalul [n, n+l], n= N *, =a =e
demonstrezre ca sirul cu termenul general :

a, =1 +%+;—+......+——]nn este convergent 5i limita sa este cup rinza intre 0 =i 1.
M

Solutii: Pe irder-ralal [ k+H1], ke N, fanctia  Fx= lie este continuaa, iar pe dntervalal Ok k+1) este

detiabila Deci, it Artitea teoremel i Lagratnge exista o, =0k k+10 agfel inecat:

Fik+1h —F (k= :— gana lk+10 — Ik = .:1_’ iar e aici

1—{ ke +10— 1k < L decarece k < o <k+1.
k+1 s
Pumand aici k= 1,2, ... 1, awvem itwegalitatile:

%4: In2d—Inl <1,

1—4:]:13—]1124:1,
A 2

1 1
— +1 —lnnw < —
n+1 Itz +1) . »



cate, adunate memhbi cu memb dau;

1 1 1 1 1 1
—_t—+ . F— <+l ==+ 4+ — 1
2 3 1+l ™ ) 2 3 H W

de unde 4 HEI:I—,Ij,“'F‘HEI.
n+1

1 iy 1
Aoum ad ,-a =——-In+li+n=ln—+—-<10, deocatece
H n+1 te ) n+l n+l

A

1 +1 1

<:]11H §{1+_J =g, care este adevarata
n+1 ! ¥

Prinurmate a y<a ,Vn=l, ceea ce arata ca simil () este strict descrescator. Suulia ) fiind

monoton 51 negativ cu termentd inintervalul (0,17, din teorema ha Weier strasss obtinem concluzia
Vom arata acum frargindrea siealu,
Din pritna inegalitate din (1) rezolta 2 <1, 1ar din a dova megalitate din (1) rezulta
a Flin+l-lnn=0.

Dect a =(010,%n. Conform teoremer ha Welerstrass simal (@ ) este convergent =

lima =ce[0,1], vnde c=0,577215. . se roumeste constanta b Euler & este un mamar irational.

—_



IIIS 1 Aplicatii d#reryse.
Aplicatial  Sa se determine maximul arviei triunghiuriler drepiunghice cu aceeasi ip otenuza, de
hingime a.
Solutie:

=

Diaca a=0 este ipotermza, atunci catetele sunt x si ~a® — 7 .

Auria wrnda dittre triangliwrile considerate este:

3= %I“n}lﬂ: —x L x e(-adl

Aan obtitoat o fonctie 5 (-aa) —R, S0 =%X‘Jﬂ:— %7, a carei wariatie o sudiem cu ajutonal
derivatei.
Avrem: 5= @ —2x' Sxy =0
et -7
2
Remlta ca: x = iaz .
I[rtocmim tabelul de variatie de mal jos
ila 2z 2Z .
s l- - - - -0 ++++0 - — — — —

09| T m — §

de unde obtinem waloarea maxima:

=S[:ﬂ"‘5

= :
= 8 (225

EiT

ot
adic 3 =—.
= <

VWaloarea maximma a ariel se atinge pertioa trivsazhinl de eptuonghi c isoscel



Aplicatia 2.  Sa se afle volumul maxim al cillind rilor inscrisi in sfera de raza r.

e c

AS— —B A B
Solutie: D aca notam BC=2x ( inaltimea cilindrilu ), stunct raza bazei cilindrbui este o=+ —x° . Cum
wolumd ¥ oal cilindmali de raza o s ihallime b este ‘i.ir=ﬂ,ﬂ;h, pritn irlocuire gasim:
V=2 mir -z
Am obtimat o functie V : [r4] =R, V() = 2m0r” - 27 a carel variatie o studiem cu ajutonsl
pritmed derivate.

Avem ey = 20’ =3x8 P 0= implica x = i%.
Aovem tabloul de variatie

T 3 7 +
Vi |- — = — = 0 +4+++0- — — — —

V)| ey m _4%5_,5 ——

din care ohtinem valoarea maxima:

?‘3—"}@), adicaV = 4;?;@?‘ :

Vo= VI



Aplicatia 3. Dintr-o sarma, avand lungimea L, sa se confectioneze un cadru drepunghinlr care

sa cuprinda o suprafata cu aria cea mai mare.

Holatie;
D C
= =
A B
Motam cux o dimmensiane a cadvulud cert, Atuanci cealalta dimensinne a cadera este:
L= L-2x .
2
Aria suprafetel determinata de cadis este modelata de functia
f o [D,%H R, £ = x 22 2%  functie derivabila
) L L
Chtinem: Fix = E—Ex,:-:e[l:l,i].
Tahbelud de semn al derivatei este;
L L
x |0 L =
4 2

fm|l+++++++++0- - - - - - - —

o — M T

Se ohtine cax = % este punct de maxim al fanctied £ Pertrax = % cadrul va avea forma patrata,

deci maximul aried se realizeaza pentny o forma patrata a cadnd,



Aplicatia 4.  Sa ze determine conul cu volumulmaxim inscris intr-o sfera de rara R
Solutie:

A

Fie x inaltimea cormli inscris i sfera. W olumul cormmalo este:

5l

Wiz = i  utide ¢ este raza copnalid.
Din trivnghdul dreptunghdc ABE, cu teorema inaltimii, se obtine egalitatea BD ‘= AD DE, sau:
ri= xZR-x.

Agadar, W(x) = w » lar wolumual conuba este modelat matematic de functia;
V. [02R]—R, Vo = m"'E—_’“

Catinem il = w, care are solhatiile x=0 =1 x= 43—R

Stabdlitn tabebal de sernn =i de monotonde:

x |0 R 2R

3
fMal+++++++++0- - = = = = — —

feo o o — M @ 0

32 7R’
21

Dlaximmul wolumuaba se obtine pentra x= ER g este egal cu V=



Aplicatia 5. Sa se determine sub ce unghi « faia de orizontala trebuie aruncat un proiectil cu

viteza iniiiala v ,astfelincat sa atinga distanta maxima R.

Holutie:

- -
= .
.-'.-- .
P ":‘
| ___ S \
X J,"' ! )
r L)
i "-,I
o e
L_.—-"‘" T - N
.-"Jr | ﬁhmﬁ
=i b
=5 B nh F

I
@] Y X

aub actiune a fortel gravatatiel, corpul descrie o parabola care tale orizottala i punctul B, dat de

k]

egalitates R = 1?—'3'51'.'c12|:|: :
g

. b
Sit1 it 1 x°
P J—

Ecuatia tratectoriel este: yv= S
o080 2 vyrcos e

Irtr-adewvat, fie (x,%¥) coordonatele punchdw de pe tralectorie i care corpul a ajuns dupa t

secunde. Protectia vitezed pe orizontala este v, cosca, 1ar pe verticala este v st

Froiectia corpulud pe onzortala ate o miscare uniforma, x = vycoscf , proiectia pe verticala este

ifluertata s de actiunea gravitatiel, v= v, mnaf—igf'.



Eliminand pet, se obtine v, y= Ex—lg—‘i‘—.
cos 2 ¥y Co8 @

Punctele i care traiectona atinge orizortala se obtin rezolvand ecuatia

sne | r : B,
——r-—g——— =0 3¢ determina x =0 siR = —Lgin 2ox
cos 2 Wy Cof @ g

Distarta B este deci functie (depinde) de unghaul o, R (@) deoarece unghiul o este cupring
intre 0 & %, functia B este defitata pentru o < [0, g]

Fentn a afla maximod acested fancty caleulam derivata (in raport cu argumentid o)

Ria'rF Eﬂcnsh ai f aflatn radacirdle | cuptinse intre 0 51 g),

&
iﬁEDSEﬂ: =[] sau cosd o =0,dec1d o = E, de wnde o = E
g 2 4
. dhr; , . . T ., ... K
Derivata a dova R"( )7 - —sinle este drict negativa pe [EI,E] a dectsiin 7
g

T . _ . .
Rezulta ca 7 este unmaxim, Asadar, pertru arealiza distanta maxima, corpul trebuie aruncat sub

ununghi de 43° fata de otizortala,



Aplicatia &  (consecinie ale teoremei lui Lagrange in rezolvarea prohlemelor de optica.)
Dupa cuan ge stie din fizica, principdul i Fermat afirma ca, pentri a ajunge dindr-un ponct inde-

altul, o raza de hamina se propaga dupa acea tratectorie pe cate o parowr ge it mindnul de timgp.

i
C |
L i
|
I
h, i
|
:
a
A ! |E »} A
Y
[& A h,
D

Fie AA’ suprafata de separatie a doua medii omogene in care lumina se propaga cu vitezele

v, Sirespectiv v,. Sa se gaseasca hraiecioria descrisa de o raza de lumina peniru a ajunge din

punciul C in punciul D.

Fie & a D' protectitle lumi C siDpe A4, c= "D, hy=2C"  h,=DD', x= " F . Infiecare din
cele dova medii omogene, hunina se propaga in lisde dreapta

Inn primoal mediv, hunina se propaga cu viteza v, &8 parcurge distarta CF in timpal T, CE=+,T,

sau T, = E

<1

It1 al doilea medin lamina se propaga o viteza v, 81 parcurge distarta ED in timpal T, |, ED=+ T,
ED

¥,

gau T =



CE  ED
= =4+
'I-?l .,

Dat CE= .Jif +x" s ED = Ji 40— %", deci:

- JH +Jh§+(c-xjf |

" v,

Titnpal total este: T

Timpul T este deci o functie de x, T(x), 0% x = ¢. Pentru a afla mitdmul acestei fuanctii, aroslam
detivata:
x _ £— X 0
vlwf.qu +x° v, .Jrhf +(c - 1)°

Detivata e arnleaza perdg acele walori ale hui x pertru care

T'(x) =

X c—x

Fln.lrhf +x° ) ¥, Jhg +le— 2" .

Dietivrata a doua

i il

n _ li:d;ll- h_"-
T (x)= =+ - —
N RN P

deci punctele de extrem ale fonctied TUx) sunt puncte de mitdm.

este strict pozitiva pertro orice x,

: x x . . £—X £— X . .
Dar sin=—=——— 1ar anf = = . adfel incat egalitatea care da

CE i +x° DE  nl+ie-xn"
punictele de mitim se scrie:

sinee  sin g

¥ v,
Motand cu v, witeza lumini in vid indicii de refractie ny sl n, a celor dova medi suntn,;= Lsi
L1
¥y . . . .
f1,= —, relatia obtitnita mad sus e sorie
F'\.

nysine =1, sind s constitule una din legile reffactied, cunosouta din fizica,



Cap itolul IT
Tenreme de medie pentru functii integrah ile

IT 1. Inegalitatea med iei
Teorema: Daca f:[ab]—Reste contdnua,iar m = f(21 = M %rx=s[ah], atunci
mibh— &) = | Frady S M- 2 -
Ob =servatie: Valoarea medie a functied comtirme f:[ab] =R pe intervalul [ab] este rmamanad real: TC

J— 1 3
= EJ Fxdx .

II.1.3.Interpretare geometvica: Presupunem f =0 Formula mib-g) = ff(xj.:ix = M(h—a) arata ca aria

subgraficului hai f este cuprinsa irdre ariile WliTh-a) si mcb-a), adica intre aria dreptunghdulad superior si
cel al dreptunghiului inferior, adica aceasta arie este egala cu aria dreptunghiulid de baze ML £ 8 b-a, ca

i1 figuara de thai jos.

Fimwal
A
Mf) -
I
Z
O 2 b ;:

I.1.4.Interpretare fizica: Din punct de vedere fizic, witeza medie a vt mobil este waloarea medie a

witezei, adicavaloareamedie a had v este egala cu

fv(fj.:if= el 5 tatfa — parcursa
f,—f chrata — de — fimp



I1.1.5.Interp retare din punci de vedere al cakuhlui diferential:
Din putct de vedere al caleululw diferential inegalitdea mediel se obtine din teorema Iw

Lagrange aplicata functiel.

F(x)= | f(fdt pe irtervalul [,b]

Avem F(H)-F(a) = (b-a)F (), ¢ e(gh) sau xlﬁj'[:fj].:ﬁ= fc) (ba), © e(g,h).

Dinms fe) s M se deduce mib-a) £ filcib-a) 2 M(b-a).

Exemplul 1. 5a se deiermine valoarea medie a functiei f :[0, 7] =R, f (x)=sinx

Fezolvare: Valoarea medie este mmand:

cnsx cosx  cosl
I'u'II:f:I—— |su1 dy=-———| = —(———j

T i

de unude rezulta ca M f)= E
T



I1.2. Formula de medie { Cauchy — 18213
Teorema: Daca f: [a,h] = R este continua, atunci 35 = [2, 5] astfel incat:

[£(ndr= B -a)f ().

I1.2.2, Interpretare geomeirica: Daca f este o functie condirma s pozitiva pe [ab], atunel exista cel
putitnnun punct & = [a,b] astfel incat subgrafical hw f sa atha aceeas arie cu dreptunghiul de baza (h-2) 8

maltime f (&) (zona hasurata — fgara de mat jos).

I\
bt W




1+
Exercitiul :1. 5a se cakuleze ]J.tt'tu | lnfdf .
P

1+
Fezalvare: Conform teoremed de medie, exista ¢ = [11+4 1] astfelincat |lnfdf= rlnc,

1

1+
deci b JInfdf =lmrlne =0.
3 ¥y

1
Exercitiul: 2, Fie functia continua f: [ah]— R avand proprietatea ca 3 | f(xidr=1.
[

Sa se demonsireze ca exista x, £ (0,1) astfel incat f(x,Fx; .

! 1 1 1 .

- . 1 . 1 . !
Rezaolvare: 3 If(xjdx=1ﬁlf[xj=§$ If[:xj.:ix—5=|:|::|_,f'[:xj.:ix—% =0 =

0 0 0 0 0

1
‘f[_f[;rj —xDdr =10,
0

Atunet existax € (0,10 astfel tneat ( f 0 x,)- :-:;j(l =081 dect fix,= }:E: :



II.4.3._ Aplicati - teorema de medie
Exercitiul 1. Sa se determine valoarea medie a functiei f: [0,3] = R, f(x)=x"-2x

precirand sipunciul #.

Fezolwvare: I&Jljfj=ﬁf|:x:—2xjdx=ﬂ Ecuatia Frf1 =0 cud’ 28 =0 are sohsiile & =04, = 2.
S

1+
Exercitiul 2. (imita unei functii) Sa =e calculeze l:i.tt'é Iafdds,
i

Fezolvare: Formula de moedie penting inte grale ne permite sa scriem:

1+
| lnfdf = x1n &, wnde Fe[11+x].
1

Deaici, rezulta ca 1 =& 21+ x, relatie care, prin logaritmare ne conduace la
0= Ind € 1n]l + 7.
Trunultim aceasta relatie oo x>0 = obtinem:
0= xlnd < x1nll + 27, iar daca x <0 woim obtine:
0z xlnd = xlnfl+ 2.
Trecatud la limita inultimel e inegalitati dedacem:
limxlng =0 {criterial clestelud).

H
Exerciiiul 2. (Emita unui sir) Sa se calculeze lim »2* | lnix, .
— = +_:|:-

Fezolwvare: Conform formuled de medie perdru integrale, exista & =[m,m+1] astfel incat & = &

;} x &
Sl+x 148
+1
Dar i - = £ — = i —, relatie care, itunualtita min' ne da

l+ixm+1 1+ 1+n

5 +

et £ ndrn
1+m+1) 14+ 142

Chun sinarile externie au limdta 1, decicem cu criterial clestelui, ca limita cerata este 1.



IV .1.Aplicatii diverse,

Exercitiull. Fie f:[ab]—R o functie continua pe [a,h] penbrucare este satisfacuta egalitatea:

[£Od =2 -,

Ha se arate ca [ are cel putin un punct fix in mtervalul (ab).

aolutie: Dinegalitatea din enuant obtinem:
0= jjr;xj.:ix- %(Ff —ahy= j[_,-rr;xj- x]dr.
Aplicand teorema de medie i ultima wtegrala | rezulta ca exista unpunct c=(a b astfel mncat:
0= NI‘[_f[:xj— ¥} = [F(6) - c]th—a), deunde obtinem ca
Flcr=rc adica f are cel putin un puanct fix in intervalul (ah).
Exercitiul 2. Fie f: [a,h] = R o funciie continua. Sa se arate ca exista un p unct
c =(ah), asifel incat:

V7 txdn = (a+b- 2 £ (6.

Solutie: Funectia auniliara: hid) = (b-x) ff(fj.:if+(x— ) ff(fjdf egte cortitiia pe [2b], derivabila pe (ah)

g hia) = Wby =0,
Itn haza teoremel lui Rolle, exista un punct ¢ = (a1 astfel incat B'(c) = 0.
Detivand pe h s indocwind pe 2 cu o obtinem egalitates din enard,



IV.2, Aplicaiii ale teoremeia II-a de medie la calculul limitelor unor sivuri

+ R
Exercitiul 1. Sa se calculeze lim | - i

X

dolutie: Aplicand teorema de thedie perdruintegrale, rezulta ca existac = (n+p), astfel incat

+o . +
= ¢ elx M+
| dgr=sne | —=snc -Inx["=snc -In p,
Y x X M
Y gin x M+
ai deci | dr|g i 2TE
X b,
n+ < sin
Dat, cuin lim 1n E_ 0 rezuita lim | —=10.
— by — X

Exercitiul 2. Sa se caleuleze lim f@dr, unde f:[0,1] =R este o functie continua.
—_— .r

dolutie: Aplicand teorema de thedie rezulta ca existac £ [:E,Ej ast:fel inwat:
M ov

P¥ae; e . B
(L% = pe ) [Z = st = feedm,
<X s - a
Da:r,djnf{c {E:}]j.miﬂlimc ‘_:]j.mirezzulta:

¥ o] —z 7] — —_z H

O0£lime £0 & deci ime =0.
Cum [ este contitoa, rezulta ca

tim £(c ) = £().

FPrin utim ate,

tim {72 g = FO)n2.
| .

X



1
Exercitiul 3. Sa se caleuleze tim [0

e ta

Jex0ax0.

Aolutie: Aplicand teorema de medie pentru integrale remulta ca existac (01) astfel incat:

1

I* by B
J& +ta e, +a
dat, > < > {E
E+a &, +a a
Dieri, litm b =Ei,
=lep +a a
v obdr b
Adica: lity | =—
Hemr+a a

Exercitiul 4. Sa se calculeze limn® | x er

—
]

1 1
- = b b
x n

1
—=——¢. .

i

- oA 2 1 2
Holutie:; -y Tdr=wec lxdxr=nvc

] ]

1

Diar, dinl < ¢ 51 rezults lime =0 & deci lime =1 =tmn® |2 2dr =

H —_i —_—i —_z

[

1

2



Exercitiul 5. Fie b — o0 un sir de numere poztve, iar f: [0;+o] =R o functie continua cu

litn f{ x) =1 (finit). Sa se calculeze limitele urmatoarebr sivuri:

J@D 4

1. u=f
14+

2 v = [ I:].:ix, O<a<h<+co.

il

1+x°

Solutie: Aplicand teorema de medie pentruirtegrale rezulta ca existac = (g ) astfel ca

fibxy 1+b
11, S-S Gen.

u.=|

Deoarece a<c <hb rezutaah <bh ¢ < B s dect limb ¢ =40 de unde se ohtine:

—_

limu, =1 2.
= 1+a

Lafel se procedeaza cu sirul v 51 se obtine

limv =1 ( actgh —arctg a).

——



IV 3.Inegalitati
Exercitiull. Fie 7, F : [0,a] =, a>0, unde f este o functe continua si crescatoare, iar F(x) =

f_f(rj.:f peniru orice x <[, 4] .
[

na se demonsireze megalitatea:

[ Feid =z 2 o,
A 2

Solutie: Avem | e = [[1F 0 ]dr
[ [
Aplicand teorema de medie rezulta ca exista unpunct ¢ (0, ) astfel incat:

ff(f).:ir: xf(x) siegalitatea de mal sus dewine:
[

]

| Fixds = ([| Fifdi]dy = | fic adx 2 ff[j[ljx.:ix=f[:ﬂj-2—- ﬂ=%f(nj, adica tocmai
i (! i i

inegalitatea din eroant.

1
Exercitiul 2. Sasearateca 1< | dr<e.
[}

aolutie: Aplicand prima teorema de medie pentra irdegrale, rezulta ca exista ce (0,10 asfel incat

1
le dr=¢" & decidinO<e<], rezultainegalitates din etnand. (e este strict crescatoare pe (0,17).
[



Exercitiul 3. Sa se araie ca peniru orice x =[0,1] are boc inegalitatea :

1

- 2
}2' -le .:ﬁEJ:.

';] [

oolutie: Aplicand teorema de medie pentra integrale s1 tinand seama de faptd ca e

descrescatoare, obtinem:

1
e e di=e” -g” cuce (0,0 &
[

el-g’ 27 —em we'-g? :'.b-(l-l—j{e' —-g {1—1—
g g
1 2 2 . - 4 : -
Deoatece 1- —< (—, rezultaca - . (—<e -—g < (=, adicarelatia din ernont,
g e g g
1
. 1 .+ dr by
Exercitiul 4. 5a se arate ca — % T —,
I oo 6

L 1 1

odr 3 i Lodx B 1 o ox
I == | = — —Z | = = aresin x|j = arcan—— arcsinl= —
pal=x ol x N r x-S

pate strict



V.3.Metode de verificare cunostintelor elevilor si de evaluare a randamentului

Aspectele procesului de invatamant legate de verificarea si aprecierea cunostintelor
elevilor sunt incadrate in docimologie - stiinta care are ca obiect studierea sistematica a examenelor,
in spemal a sistemelor de notare, a comportarii examinatorilor si examinatilor . in procesul de
invatamant examinarea are rol de verificare dar si de intdrire, precizare si aprofundare a
cunostintelor si deprinderilor, de aceea este necesari la fiecare lectie, la fiecare grupa de lectii, la
fiecare obiect.

Notiunea de apreciere inseamna actiunea de a determina o valoare. Actul de evaluare
incepe odatd cu examinarea cuiva, din momentul in care cineva raspunde la o intrebare. Deci
examinarea $i aprecierea formeazi o unitate didactica, rezultatul lor fiind concretizat in nota.

O evaluare corecta poate fi facuta numai in conditiile unor obiective precizate, din care
sd se desprinda exact ce trebuie sad faca un elev pentru a dobandi realizarea lor.

Sub acest aspect se disting mai multe categorii de obiective:
a) finalitatile sau scopurile generale ale educatiei,

b) obiective intermediare, specifice, raportate la invatamant ca principal factor de realizare a
scopurilor generale ale educatiei.

Obiectivele specifice precizeaza contributia pe care fiecare obiect de studiu trebuie sa o
aibi la realizarea finalitatilor educatiei. Intre obiectivele specifice matematicii se inscriu:

- trezirea interesului si placerii pentru studiul matematicii;

- intelegerea notiunilor; formarea priceperilor si deprinderilor de baza;

- stimularea creativitatii in vederea deducerii unor noi rezultate pe baza celor demonstrate;
- formarea unei gandiri matematice exprimata printr-un comportament matematic adecvat;
- formarea unei motivatii intrinseci in studiul matematicii.

c) obiective educativ-operationale, prin operationalizare intelegandu-se ,,enuntul procedurilor care
permit a masura, a produce sau a recunoaste pentru altele un anumit comportament".




Evaluarea trebuie practicata in diferite momente ale procesului instructiv educativ:

- evaluarea partiald (la inceputul etapei de instruire) permite relevarea nivelului de
pregatire al elevilor prin instruirea anterioara;

- evaluarea dinamica, de progres sau formativa (evaluare pe tot parcursul activitatii
instructiv-educative) evidentiaza dificultatile intampinate de elevi in invatare. Se poate interveni
imediat si eficient pentru remedierea neajunsurilor in realizarea unorobiective;

- evaluarea finala, sumativa, recapitulativa sau cumulativa (in finalul etapelor de
instruire) releva gradul de realizare a obiectivelor specifice disciplinei,,

Importanta evaluarii rezida in faptul ca-i permite elevului sa cunoasca bine rezultatele
efortului sau de invatare, il ajutd sa depaseasca momentele critice, 11 permite sa progreseze in
invatare.

Intre modalitatile cel mai frecvent utilizate pentru a masura, aprecia si evalua rezultatele
obtinute de elevi pe anumite perioade de timp, se inscriu testele. Dupa scopul urmarit, principalele
categorii de teste folosite in invatamant sunt:

- testele de inteligenta;
- testele de aptitudini;
- testele de performanta.

Dintre acestea, testele de performanta sunt acelea care masoara gradul de realizare a
obiectivelor imediate si a celor indepartate ale invatdmantului si contin volumul informatiilor
necesare pentru evaluarea activitatii elevului si implicit a profesorului.

Alcatuirea testelor reclama o tehnica speciala, un volum de munca si respectarea unor
conditii ca:
- utilizarea intregii materii supuse verificarii;
- stabilirea obiectivelor de realizat;

- reducerea materiei la teme elementare si formularea unui numar corespunzator de cerinte
(itemuri);

- prezentarea in mod accesibil elevilor;



- stabilirea intrebarilor la care trebuie sa raspunda in mod obligatoriu pentru a se obtine nota de
trecere (performanta minim acceptatd);

- folosirea unor Intrebari de tipuri diferite pentru a dezvalui capacitatea elevului de a transfera
cunostintele sau a le organiza.

Dupa momentul in care se aplica, testele pot fi: initiale, de progres (formative) si finale.

- Testele inifiale se folosesc pentru a informa profesorul asupra cunostintelor de care dispun elevii in
vederea parcurgerii unei noi etape instructiv educative. Rezultatele nesatisfacatoare la aceste teste impun
organizarea unor activitati de completare a lipsurilor observate.

- Testele de progres informeaza profesorul cu privire la posibilitatile elevilor de a se atinge obiectivele
urmadrite si la dificultatile pe care le intampind in atingerea acestora. Testele de progres pot fi integrate in
orice moment al unei lectii si pot fi folosite pe tot parcursul noului an scolar.

- Testele finale se utilizeaza la sfarsitul unei teme, capitol sau an de studiu, in scopul de a evidentia
masurarea realizarii obiectivelor particulare ale unei teme, a obiectivelor specifice unui an de studiu.

Testele se elaboreaza pe baza obiectivelor particulare ale temei considerate si stabilind pentru
fiecare obiectiv o sarcina de lucru - un item - pe care elevul sa o rezolve.

Un item se poate prezenta sub forma unei intrebari, unui exercitiu, deci o sarcina care
corespunde unui obiectiv precis formulat.

Dupa modelul de alcatuire itemurile au fost clasificate in:

a) itemuri inchise — cuprind intrebari:

- cu raspuns corect - gresit;

- de selectie;

-de combinare (asociatie): asociatie simpla si compusa.

b) itemuri deschise — extind aprecierea §1 asupra posibilitdtilor de argumentare a logicii gandirii.
[temurile deschise se formuleaza prin:

- propozitii lacunare;

- desene lacunare;

- reprezentarea schematica a unor probleme.

c) ltemuri constructive - care se rezolva printr-un efort mai mare din partea elevului. Acesta trebuie sd
formuleze in Intregime pe baza unor operatii de gandire ca: deductie, comparatii, sistematizari, generalizari,
etc.



Colegiul Comercial “Carol I Constanta
Disciplina: Matematica Analiza matematica.
Profesor IonGatriela

Unitatea de invatare: Functii derivabile
Lectia: Teorema i Lagrange.
Ch=za:aXl-aD( 3 ore fsaptamana)

V4. FISADE LUCRU 1.

Exercitiul 1. Determinati ponctul intermediar ce(4,5) prin aplicarea tecremed i Lagrange functied £
[4,5] =R, fix) = 3x " =5 x+47 .

Exercitiul 2. Fie functia £i[1,2]— R, ffx)=x+lnx. Sa se arate ca exista c=(1,2) astfel incat 1 Hed=17c)
sl za se determine efectiv valoarea i o

Exercitiul 3. Fie f R =R, fixi=x '+ 4.

4 Aratati ca functia findeplineste conditiile teoremed hoi L agrange pe intervalul
[-1,0] =i detersminati puanctul o corespurzator

b Folosind teorema i Lagrange, demonstrati inegalitatea:

J104 - 100 < ;—
Exercitiul 4. Eezolvatiecuatia: 3 +86 =3 +4 .

Exercitiul 5. Demonstrali ca arcsiry +arccosc= %

Exercitiul 6. Pa se determine a si b astfel incat sa se poata aplica teorema lui Lagrange pentrs functia
a-— x:, ¥e[-1,1

f[-12]—=F, fix)=
LL2]=R 1 E,xE[I,E]
X

1
Exercitiul 7. a) Demonstrati ca <lx 4+l -Inxy<— x=0.
x

r+1

1 1 1
b Detmonstrati ca lmil +E+ §+.._+—:] = .
—_— n



Colegiul Comercial “Carol I” Constania
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Profesor: [on G abeiela

Unitatea de invatare: Functii derivabile.
Lectia: Teoremalui Lagrange.

Clasa : a¥l-a [ 3 ore / saptam ana)

VA.FISA DE LUCRU 2.

Exercitiul 1. Ajplicati Teorermalui L agrange functiel:

A £l R flal= 2_;:51'
35 el
b 0z R A= 12 .
;:' ':':E(]?z]

Exercitinl 2. Determinati absciza uenid punct ¢ incare tangenta la graficul funetied

x4z
SRR flx)=) 27
il a0

g4 fie paraleld cu coarda care unegte punctele de abscize 5 =—4, % =3.

x=0

Exercitinl 3. 54 se determine 2, be B astfel Incdt functiel

e, J:E[—].,D]
ai+d, xeli]]

£ R i
54 1 #e poatd aplica teorema lui Lagrange # 84 se aplice efectivieorema.

Exercitiul 4. Fie 7:[2,5] =R, functie Rolle. Ardtati cd existd o e(g,b) astfel incdt (e ]=w.
-
Exercitiul 5. Fie f:(02]—= R o functie contitnd pe [0.2], de doud ori derivabild pe (02) # f£i0)=0,

Fl=1, £21=2 Arvdtari cd existd ¢ e(0,2) astfel incdt £'ie)=0.



Colegiul Comercial “Carol I Constanta
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Unitatea de invatare: Integrale definite.
Lectia: Teoreme de medie.

Cliza: a XII-a ( 3 ore / saptamana)

V.4 FISADE LUCRU 3.

Exercitiul 1. Fie functia f[-12]—=[1,4] f¥=x" Za s gaseasca punctul ce(—1,2)astfel incat

[x'dx =380

-1

Exercitiul 2. Consideram functia £[2,5] 5 R, fx)= {"‘_'i  Hase ardte ca o3 < | FUx)dr < 6 .
X+ 5

Exercitiul 3. Fie o functie contirma £[02] =R stfel ineat ff[xjdx=2. Aratati ca exista un punct
[}
ce(0, %) astfel incat fic)=c.

Exercitiul 4. Caloulati urmatoarele limite:

1 1 1
X ¥ . rm—x

| lim | ——dx. W) lim |x"e dx. ) Lim |
==ol+x Rt =ee Nt X

ey

Exercitiul 5. Sa se cerceteze daca se poate aplica teorema de medie pertru functidle urmatoare & in caz
afirtrativ sa se aplice aceasta teorema:
1 fl,e] =R, fx)=lrx.
1

L] fi[-1,1] =R fix=—_.

14"
e xd 7
Exercitiul 6. Ja se arate ca lim (x| i x,j=—.
== Jl4x 24

Exercitiul 7. Fie £[0,1]=F o fonctie de douva onl derivabila cu f' contiona pe [0,1]. S3a se arate ca
exigta c=[0,1] astfel incat

1
[ = F @+ SO+ 2@
]



Y5, PROBLEME DATE LAEEAMENE ST CONCITR SITRI

Exercitiul 1. Se considera functiile £:(0, w) — R, fix1=xcos = & g [0, %] — R, glx)=cosc+z sinx.
X

al Sasearate ca glx)=l, ¥r e (0, %);

L4} Utilizand teoretna luai L agrange pentny functia £ sa se demonstreze inegalitatea fx+10)-f2x01,
pentna orice x=3;
| Sase arate ca =0, pentin orice n=3 [ watiatte Bac -2007)

Exercitiul 2. Ze considera functiile £70, w0 — R, fi::n::]=1ﬂL glig0, e =R, gx=x).
x

+1
1 1
) Hase arate ca gw= — - Lx =0y
rox+l
L4} Hage arate ca funectia g este strict descrescatoare pe (0,0,
| Hase arate ca g = 0,9 x=0,
o Utilizand teorema lui Lagrange sa se arate ca Wre I exista o < (neobl) astfel incat

gle J=frekl) -,
£ Sase arate ca g roF 1< b - Rl <glin), Yhe W

f) Ttilizatid metoda indhmactied matematice, sa se arate ca
1 1 1 '
—_—t—+ ..+ - " Tne WO
1.2 2.3 min+ll n+l
g Sasge arate ca i <1ln i+l e W (wratiatite Bac-2007)
Am+D n+

Exercitiul 3. Se considera functia BRE =R, fixh=x-1Inle "+ & siral (a0 defindt fein:

a. = 1 + ,1 +....+ 1 Jvme N
e+l =" +1 e +1
4 Hage verifice ca 0= l,xeR;
e
La)] Hase arate ca fanctia £7 este strict descrescatoare pe B,
) Ttilizatid tectetna i Lagrange, sa se arate ca Wk = [0, =) exista ce (k k+17 astfel ineat fk+17-
1
fi k)= :
g +1

i Hase arate ca < flk+11- Fik) < L

?vke ?m;
ety =] 1 .=

Hase arate ca sinal (&) oy este strict crescator,
Sase arate ca fntl-flh< a <fm-f0), vhe N,

Ha se arate ca situl (8], este conwvergert sioare limita un mamar real din intervalul

7y o

1+ i—j Ll ([ wratiatite Bac-2007)



Exercitiul 4. Se cotsidera fuanctia f (0, o) =R, fiz=

() a,08.0 4,000 0.0

9
B)

)

sl siturile

LA.'I|.|'h.
-|-|-\.

1 1 1
= E+E+ ot E’b =g —-fite =a -fintl, vne N nzl.
aa se calewleze £1x%), xe (0,000,
Ba se arate caf” este strict descrescatoare pe wtervalud (0, oo,
Utlizatwd teorema I Lagrange, sa se atate ca Wh>0, exista ce (K& +1) astfel incad f§k+10-

|
fik= E;

Ha se arate ca

3

Py i
< |;jJ‘-c+1j]+—— kY« — ¥k e(0, o,
,u'j|;+ 3 Vi

Ga se arate ca situl (B ) este strict descrescator iar sital (¢ ) este strict crescator,

Ha ge arate ca sirarile (B 4,000 4 sund cotvergente;
Ga se calculeze lima . (variatte Bac-2007)

—_—r

Exercitiul 5. 5e considera functia £:(0,00) =R, fx)=x ", as R

9
b)
9
:)

)

Sase calculeze 7173, x = (0,00,

Sage atate ca daca a=1, atunei £ este corrvexa pe (0, o),
Utilizand teorema i Lagrange, sa se arate ca exista cla)€ (3,4 =1 da) (5,6 astfel incat

4°-3" = alp(@) 7 sif -5 = ad@) 7,

Da se arate ca pentru orice functii gR—(3,4) & kR —(5,6), ecuatia x(gxh = xhl ) 7,
r= R oare momal solutiile x=0 a1 x=1;

Aaserezolve inmunere reale ecuatia 3 +6 =4 +5; (variante Bac-2007)

Exercitiul 6. 5S¢ considera fonctia £ 0, e =R fix)=Inllre) & sinwdle (20 ., & (6.0 .0,

9
b)

)

+——+. +
2Ind  Sln3 milnm

1

Bo=a —FfMe =a - fin+l,VaeNnz=2.

Sa se caleuleze £70%7,
Ha ge arate caf” este strict descrescatoare pe intervald (1, o),
Utilizand teorema i Lagratnige, sa se arate ca W = (L o0, exista o=k k+1) astfel incat §k+17-

1
flx) clne’
1 1
Sa ge arate ra ————— < In(Indk +17 - Indlnk) < LR e,
e+ DIk +1) taflege +1) - Inflnk) klnk .=
Zase arate casrul (b)), si(c ), sunt convergente siau aceeasi imita;
Sa ge calewleze  lmoa (variatie Bac-2007)

—_—
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